AROUATIONIBUS DIFFERENTIALIBUS - 


QUIBUS AEQUILIBRIUM ET MO0TUS 


LAMINAE GRYSTALLINAE DEFINIUNTUR. 


 DISSERTATIO INAUGURALIS 


QUAM 
CONSENSU ET AUCTORITATE 


AMPLISSIMI PHILOSOPHORUM ORDINIS 


IN 


ALMA LITTERARUM UNIVERSITATE FRIDERICA GUILELMA 


AD 


SUMMOS IN PHILOSOPHIA HONORES 
RITE CAPESSENDOS 
DIE I MENS. AUGUSTI MDCCCLX 
H. XII. 
PUBLICE DEFENDET 
AUCTOR 
FRANCISCUS GEHRING 


SAXOBORUSSUS:; ^77 


ADVERSARII ERUNT: 
R. HERTZBERG, pn. rur. 
F. BACHMANN, caxp. Pur. 
A. HARPRECHT, srup. rur. 


BEROLINI 
TYPIS CAROLI SCHULTZIIL 


KOMMANDANTENSTRASSE 72. 


np qe teas 3 


P4 je 22e 


Wem 
*575, 


VO RT 


Nh 


" S 


VIRO ILLUSTRISSIMO. REVERENDISSIMO, CELEBERRIMO 


GUSTAVO KIRCHHOFE 


PHILOSOPHIAE DOCTORI ARTIUM LIBERALIUM MAGISTRO PHYSICES PROFESSORI PUBLICO ORDINARIO 


IN UNIVERSITATE RUPERTO-CAROLA HEIDELBERGENSI. 


: d. cuaedPWeouabr gAQUML 00r SSICUBRRUTOS 


yy 


s AUN ; i scost 3udéor 
$4 wr n 
LI 
* 
ut ó : N 
i 
: ; Tw Ei ; WES j 
" etta RAE d (MO eed uu (4d 
ODZAHTOG (55 IH uus 
; 0 i". Eo mE NM E Meng d 
: "ORNA MEN d eio AT qe cendo Duy e oc OMNI ia 
: ghost RA t | 
PROS NIS. PETS NON E D Tar NONU Uo »od iod d 
S We Fen ite mn dil Pr ii 
s i heat 157 MEETS jeden 4 yif Mead 


NER Hi ESTEE OFPERT a: ph 


OT 


Ín problemate aequilibrii et motus laminae elasticae tractando cl. Sophie 
Germain, Lagrange, Poisson conjecturas fecerunt, quas falsas esse cl. Kirch- 
hoff in diari Crelliani tomo XL. demonstravit. Qui novam theoriam deduxit 
ex principis, quae quidem non minus sunt hypothetica, quae tamen similia sunt iis, 
quibus cl. Jac. Bernoulli usus est ad baculi elastici aequilibrium et oscillationes 
definienda et quae theoriam praebuerunt satis experimentis congruentem. In recen- 
tiore commentatione (Diar. Crell. LVI) cl. Kirchhoff theorema proposuit generale, 
cujus ope fere omnia elasticitatis problemata accuratissime solvi possunt. Unde mihi 
liceat, nulla facta conjectura physica, solum mathematicis deliberationibus utens, 
aequationes deducere, quarum integratione aequilibrium et motus laminae elasticae 
crystallinae vel non crystallinae definiuntur sub ea conditione, ut tantum infinite paul- 
lum ex aequilibrii statu lamina progrediatur. Quae theoria a me constituetur, in 
casu laminae non crystallmae easdem praebet aequationes ac inventas a cl. Kirch- 
hoff et confirmat igitur conjecturas, quibus usus est. Sed non minus facile casus 
laminae crystalhnae ea continetur. 


MEA 
'lTheorema cl. Kirchhoff hoc est. 


Punctum corporis elastici habeat in statu naturali coordinatas z, y, z, forma 
corporis mutata per quascunque vires, idem punctum habeat coordinatas z -- w, y -- 
v, z-- w. Designentur per 


7 da? 357 n dg de 
dv du dw 
yy — dy! ziii Egi p pt 
dw dv du 
nem nt p EE uq 


Formetur functio F homogenea secundi gradus sex variabilium z,, y,, 2;, y, 2, 
&,, cujus coefficientes constantes sint, a natura corporis dependentes; sit porro 9 € 
momentum externarum virium corpus afficientium; quibus constitutis, erit 


6 


(1) ' io f rds dy dc — 0. 


ubi Ji extendendum est ad totum corpus. 


Quae aequatio valet, si omnes dimensiones corporis ejusdem sunt ordinis. 
Cui conditioni quum corpus non satisfaciat, fingatur in partes divisum esse corpus, 
quarum dimensiones omnes aequales inter se sint. "Tum aequatio (1) pro quaque 
parte proponatur et summa omnium formetur; itaque fiet: 


(3) à9—6z [| Fdzdydz —0, 


ubi 0 9 momentum virium externarum significat, quae et interiorem partem et super- 
ficiem corporis affieiunt, quum momentum virium elasticarum, quae superficiem sin- 
gulas partes limitantem afficiunt, evanescat. . 

Qua ab aequatione aequilibrium corporis elastiei definiente, ope noti dynamices 
principi, ad motus casum transibimus. 


Erit 
(8) jJ 2672-29 — 6x f do dy do) — 0, 


ubi £ tempus, 7' dimidiam vim vivam significant. 
Quibus aequationibus (2), (3) utar ad aequilibrium et oscillationes laminae cu- 
jusvis naturae definienda. 


8. 3. ! 

In area media laminae definiatur punctum P ita, ut coordinatae relatae ad 
systema orthogonale in area media firmum sint a et ó; per quod punctum quum po- 
nantur tria elementa linearia 0, 1, 2, ita ut O sit normalis areae mediae 1, 2 
in area media sint inter se perpendicularia, parallela coordinatarum axibus a et 5. 
Forma laminae mutata haec elementa universo non amplius inter se erunt perpendi- 
cularia, sed angulos formabunt, quorum cosinus a magnitudine dilatationum vel con- 
tractionum factarum dependebunt. Situs puncti alieujus vicini puncto P referatur in 
systema orthogonale, cujus initium sit P, cujus axis z coineidat direction: elementi 0, 
cujus axes z et y sint paralleli resp. « et 5b, coincidant itaque in statu maturali 
cum elementis 1 et 2. Cujus puneti sint coordinatae z, y, z. Forma autem la- 
minae mutata coordinatae ejus erunt x ]- 4, y -v, z  w. Erunt itaque cosinus 
angulorum, quae forma laminae mutata sunt inter O, 1, 2 et coordinatarum axes 


"ER 

" da? da 
o1. Mem 
dy b 2 dy i 
du doe 
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Porro eoordinatae puncti P referantur ad systema quodvis in spatio situm, cujus 
axes cum zyz angulos forment, quorum cosinus sint 


V5 Do; Yo» 
815; Da, Yi) 
V25 Pa» Ya» 
ita, ut index O attineat ad axem z, indices 1, 2 ad axes resp. y, z. Quo in coor- 
dinatarum systemate z -- uw, y d- v, z J- w erunt, si initium ejus habet cordina- 
tas Eq C 
E J- ag (2 -- u) -F e, (y - v) d- 25 (2 3- v). 
(4) 7 -F Bo (& 4- wu) d- 8, (y d- v) 3- 85 (e - wv). 
N E d- yo (e d- v) -- yi (9 - v) - ys ( - v). 
Quas quantitates necesse est, esse functiones quantitatum a -- z, b -- y i. e. 
quoti differentiales earum secundum a et 5 respective differentialibus secundum z et y 
aequales esse debent. 
Quare fiunt hae aequationes: 


d di d d d 
2, (ET tags mq às (s) e 2^1 (y 4v) 4- 2 Ge pw) 
du dv dw 


üt oe Ui 


d d 

B, 0-22 B m Pas a 4 De (ou) 4D (y p) Pa ev) 
(5a 
Ht 4- oue, d 
d d dw d; ,d 
Yo nen a 3e rw) 7 aun A (y 9) E 9 2 Cv) 
d 
ng tngthng 


du dw E 


" da. 
sog d SD rs rm aoa (n) Gb) E Ge) 


i dw 
psa | em ts db 
d d d 
Bo S- -- B, age A n eu) 4-8 E (rbv) 4-02 e 4e v) 
(bb) dy dy dy 
[. 
B, 5-8, m p; P0. 


H 


d d d d 
ha tnt tnc 4p ro (e pu) -- 9 (y pv) 4-92 (e pu) 


dw 
Yo bra S e m. 


Cosinus angulorum, qui sunt mutata laminae forma inter elementa 1, 2 et axes no- 


vos in ratione sunt: 


d: 
609 (1, E) : cose v) * cos (1, iu E : 


d. 
cos (2, E) :.cos (2, ») : cos (2, 5) — ^ : 


Itaque posito 


d» | d; 
da ' da. 
dy di 
db db. 


- ye 


hee 


e ya«gg- 


fiunt 


di 
E — cos (1, &) (1 4- 8), 


d 
T — cos (1, 1) (1 4-9), 


S — cos (1, £) (1 4- 2), 


ü 


Quum tamen sit, 


d "s 
T cos (1, E) (1 3- «,) 


d 
e EX COPUT x) (1 4- 4) 


d. 
S esl) s) 


cos (1, E) — cos (1, &) cos (z, E) J- cos (1, y) cos (y, E) 4- cos (1, z) cos (z, &). 


etc. invenitur 


dv dw 
cos (1, E) 2 a, 4-6, Freire t 


di d 
cos (1, 4) — Bs -- B. 5 -- Ba 


dv dw 
cos (1, C) — Jo Sp mrfani/ ein 


du dw 
w^ Ced eget Rm 


d. d 
oos (2,5) — &, 3 Bs ur 


du dw 
cos (2, Sekt mede 


Qui valores tamen hac deliberatione multo simpliciores fiunt. 


Ex aequatione (3) inveniuntur valores quantitatum c, y, z, etc., ex his va- 
lores quantitatum w v w. Quum respiciamus definitiones quantitatum 2; y, 2, facile 


intelligimus ad w v w addendas esse quantitates resp. 


&g d- cy — bz, by -- az — ex, c, 4- bv — ay 
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in quibus 45, 0,, c, a, b, c sint constantes arbitrariae; quae constantes ita defimiantur, 
ut in puncto 2 — 0 y —0 z —O sint: 


dn o Po v 


dv 
we, 87 0 7x0, o cT jd, 


Quum elementa (1), (2) per punctum z — 0, y —0, z —O eant, aequationes condi- 
tionales constitutae exigunt, ut sit, 


cog CL; Es d eoa (1, m) —— DROEPOE LIU 
du du 
ION Ed ARP CDECION 03) NEM: 
d 
cos (2, £) — (yo (2). ds T») 


Posito igitur [Lean — c, facile intelligitur 


d. d: 
$oa049 /— SQ n) dre) 
d d 
G —q-&ü0-9 — 2-7 tB) n) 
d. | dz 
2,76 (1.4.8) 457 Go Y)) (4 6) esse. 
Brevitatis causa introducantur quantitates 
da, d ., d 
SOWVEATUES 
da d8 d 
div qo0R. MO eiue 
(9) d 80005 «e Por dE p oid, 
da. dg., dy 
te DET MEM br gn 
da dB dy 
QT 2o EP us 27 
do, d8 dy, 
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Quorum signorum ratione habita, aequationes (5a) (5b) multiplicentur resp. per à, 6, 
a, B, y, a5 D, y, et addantur. 


Quare fiunt, si respiciuntur sex relationes cognitae inter cosinus a, f, y, etc. 


PT p r(y e) —g (Eb v) 4: 


dv — dv 
quim or BUE rw)—r(zdw) 


de "y dro) — p (y d- 9) 


d di 
dap n0 6») ru) 


d d 
Md cepe 


dio 


Quis dt, d, de du do de sad TXX3 
uum 7, C da! db dy gp 9n sint oo ad w,v,w, sunt oo parvi a TP: 
- f $ ^ s , quod uv: sunt oo parvi ad has quantitates dy comment. cl Kirch- 


hoff Crell. LVI pag. 294), omissis itaque qnapliiqlibus superiorum ordinum scribere 
licebit 


du du 
qoc HF9-. eme ay AUDEETT 


dv dv 
(10) d; Pre dy ASTE n 


Hur dw — 
dc p Pu dy TIN 


Differentiatae tres primae secundum y, sequentes secundum z relationes praebent: 


Lu Tm 

dvdy |. din 

dio dedy | P —2v 
—02—-—r 


dx dy ! 


Quibus valoribus substitutis, fiunt aequationes: 


du du 
Feigler text "ve rebat 
: dv dv 
(102) Ea NE di pyz-bu 
dui pr EA. du 


Ratione habita, quod quantitates p, g, p,, s, c,, c non sunt functiones coordimatarum . 
4 y z, nunc facile ad integrationem progredi prosumus, quae se sua sponte praebet; 
fit enim 


u-—z(—qe-k py) s ed ey d 
(11) v—z( pz-p,y)-d- «yv, 


ubi u, v, wy, functiones sunt solius z et repraesentant valores quantitatum w v w 
pro 2 — 0 et y — 0. 
Etiam nunc fiunt: 


du 
x Pu502 29 yif 
* dv 
Vy dy — Did 
dw | dw, 
(12) 7 — de^ de 
L9sno nho tfo dog 
BUT EA dy | dz | dz 
"S E dw ^ du, 
Ta Me NTTIQu V das EX gia 


dv , du 
MEL ur REDERS rs 


Adnotamus, quantitates 2, zy etc. omnes esse functiones solius z. 
Quum designentur quoti partiales differentiales functionis F secundum 2, x, 


etc. respective per X, X, etc., aequationes generales elasticitatis fiunt (vid. Diar. 


Crell. LVI. pag. 290.): 


dX. dk. , dXS E 
a5) Eug pu 


9* 


12 


dY,4 | odKys dl, 
d dy T COM 


dZ; ' 
dr 


dZ, , dZ, 
dy E dz 0, 


quae, quum respiciatur, quantitates 2; vy etc. functiones solius z esse, hanc induunt 
formam 


dX, 
Eo ca 
dY. 
13 diy 
( 3 dz . 
dZ, 
dz 1 


Ex quibus et ope conditionum (7) valores quantitatum wy v, wy definiuntur, 
itaque z,, z, etc. functiones cognitae solius z et quantitatum p q À, s e, c fiunt, 
substituendae in functionem .F. Quod jam supra adnotavimus functionis P coeff- 
cientes a natura laminae dependere, nunc nobis respiciendum est, itaque. primum ca- 
sum laminae non crystallimnae nobis liceat inquirere. 


8. 4. 


In mediis non crystallinis functio F invenitur (vid. loc. cit.) 
l qute pe 
(19 F— K | e yy! n? T gie? gr Hr ge FO (os y on) 


Tantum duae constantes in. / inveniuntur, in casu generali 21, quod functio F 21 
habet coefficientes, qui omnes inter se diversi esse possunt. 


dF 
dz, 


—JX fitiguüur Kr, 


per analogiam Y, — Ky, 


P4 C 
Z, —2K(0z, -- Oy, 4- (1 4- 0) z) Aequationes 
| à d 
(13a) dicunt s -—01e. ie — . 
2 
TS M 1. 5e. d: EMO 


ds dz? j d 


NW. 
Integratione invenitur 

Us — X -F- Mo 

vo —2XAX,uzd, 
Conditioni, ut pro z — 0 uw, et v, evanescant, satisfacere poterimus ponendo u, — 0) 


p, — 0. AQ A, sunt constantes arbitrariae, quae simplicitatis caussa item evanescant, 
ita, ut sint 

(152) uy se fox d. 
dZ, 
dz 
lores quantitatum z; v, etc. substituantur, hanc aequationem ad definiendum ww, ob- 


— 0 i. e. Z, — constans, quam — 0 ponere licet. Quum ex (12) in Z, — va- 


tinemus, 


Gi. 


o 
visis cnni (p; 6) de--5,) 
atque integrando: 


zo Dc 
(nr 


Pro z — 0 w, — 0 esse necesse est. Ponemus igitur Constantem — 0. 


(15b) wg — -- s JF &,) 4- Constans 


In lamina non crystallina ergo invenitur 
u —z(— qe -F py) d- se 4- ey 
(16) v—z(pr FE py) t 5g 


9 2 
uw SG EE up) E pay —Pd 


Substitutis quantitatibus 2; zy, etc. in F, haec functio fit 


(11) F — K(C- ec 9? d (p,z- e,)2 J- Peg —g)Ts4u8)? 
ur ze T dn 


Quum crassitudo laminae 2c, comparata cum valoribus, quos v et y accipere pos- 
sunt, sumatur infinite parva, aequatio (3) adhibenda est. Secundum z integratio fiet 
inter — c et -- c, secundum « et y super elementum areae mediae da db extendatur. 
Quum JF solius z functio sit, obtinetur facile 


295 se 
IEDUDEET F dz. 


me. 
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Signum Xj in aequatione (3), commutatur in signum b 


Tec 
(18) F dz invenitur 
2 K 2 
-y egest) ee rer) 


a encAR 


-Á 
MET a [p — 9) 3642 


Lamina porro libere oscillet, quare sumendum est momentum externarum virium 
Q9.Q z (), 
Fit igitur aequatio (3) 


ETT: e 


ubi T' dimidia vis viva ex coordinatis formanda est. Quibus enim differentiatis se- 
cundum /, quoti differentiales in secundam potentatem evehendi et addendi sunt, tum 


summa per dz multiplicata integranda est usque ad eosdem fines ac Hi F dz. 


e t : d: de, dz dw di 
Ex definitione quantitatum e s, sequitur dig; Don fore oo ad dU, d dÜ 


.., d& de d; d£ dw di 
DI da! da! da! db! di! dW 
tota disquisitione. 


fiant oo ad E « £, quem casum exclusum volumus in 


Abhine sequitur ex tribus primis aequationibus (8) E ue en non fore oo 
dg ds dt * E dc. da, d8, dy, P NONE 
ad d dde alis aequationibus (8) x mue s fore oo ad a ue 
: : : ; ; 3 da, dg, dy, 
et ratione habita sex relationum inter novem cosinus, quantitates ndr rbd eadem 
qualitate esse. Sub simili conditione aequationes (9) dicunt, nullam quantitatum 
dp dg dp, ,. doc 
dí dt B fore o» ad p» E ete. 


Quare quotos differentiales coordinatarum, neglectis quantitatibus superiorum 
ordinum scribere licebit 


dE dn dz 
dt? dt? dt ? 


integratione secundum z facta, invenitur igitur 


(19) 9 da db T — pc f da db (5) ees (5)) 


(ubi p laminae densitatem significat). 
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Quum lamina tantum infinite paullum ex aequilibrii statu progrediatur, de 
quantitatibus a, f, y, etc. constituatur 2, 80, y, quantitatibus secundi ordinis distare 
ab unitate, reliquas 2, 4, £y f£, y, y, quantitates esse primi ordinis, ita ut axes c yz 
cum £«£ fere coincidant. 

Ex aequationibus (10) posito » — 0 y — 0 z — 0 sequitur porro e c, e, esse 
quantitates infinite parvas, quia quoti differentiales quantitatum wv secundum zy z 


sint infinite parvi (vid. loc. cit) Quare ex aequationibus (8) oriuntur hae: 


d£ dz 

3 TAa 7L £i UT" Na 

d dn 
(20) 3. 77 Bo; 3) 7 Ping ww 

di. d; 

duc E 9 gnat. 


Relationes sex inter novem cosinus fiunt: 


(91) B, y, m0, —— n y —0, 2, d Bo 0. 


Ex aequationibus (9), ope relationum (21) I e , neglectis quantitatibus supe- 
riorum. ordinum 


. dyo EN dy, 


s) LM MELDE 1. E de UP 


Conjunctione aequationum (20), (22) obtinentur relationes 


dx "T ak QVE 
(23) P anp Ct £m — did pee 9 Y 
Posito igitur ex (18) 
| 2 Kc? 2 Kc 
(24) f-— cu^ d 3 fa 


ht 


Av gue cc oM EN e coda date 
(242)d9f -(: uu cLE C MR VT: /; 8 das dii 
Quum in expressione j£ secundae potestates quantitatum s s, c solae involvantur, 


has quantitates tantum ad primum ordinem caleulare necesse est, quare scribere 
licebit 


(25) (03 ———1- 


(propter relationem 8, 4- a, — 0). | 


Invenitur itaque 


ndr pue P jd. a) t2: x) 


Quibus substitutis in f, fit 


(m Amato emend 


«C39 (8) « (b) » sop nmn a 


Adnotamus /, solius £, f£, quantitatum &£ et v esse functiones. 
Quum variationes o£, 9$, o6 non dependeant inter se, earum coefficientes 
singuli — 0 ponendi sunt. Habetur itaque, si p significat densitatem laminae 


(262) - Sf f faasaite (5 se. )- 59-9. 
(26b) ffs db (c (S) EE o 


Aequatio (26b) est eadem, quam cl. Kirchhoff in commentatione titulata .,, Ueber 
das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe/^ in diari Crelliani 
vol. XL pag. 66 No. 14 communicavit, cujus explicationem vid. in loco citato. 
Aequationes finales postea commemorabimus. Nunc nobis liceat de prima paullum 


disserere, quae dat oscillationes longitudinales laminae: 

Elementum areus curvae, quae laminam definit sit ds, angulus d vocetur, 
qui est inter normalem curvae interiorem et positivum axem 2, qui ita volvendus 
est (ut normali parallelus fiat), ut peracto quadrante cum positivo axi y coincidat. 
B significante quamlibet functionem eoordimatarum orthogonalium a et 5 facile inve- 
niuntur relationes, a cl. Gauss datae: 


(21) fi da di 7 qoo mer 
f[mati-- sin o ds F 
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ubi integratio duplex in aream mediam a curva definitam, simplex tamen in curvam 
laminam definientem  extendenda est. 
Quarum aequationum ope fiunt integralia: 


—f faa 39)(2 Hs En — (14-30) aM 


ffc sso (84.455) - eoe fa (Bn nn) 
—ffnaüac29)(7 OM 
ffenc so ($2) - oem f'a( e ns 
— 4 9) f f aua (5 4 2 as, 
fasc so(di5) & - arm f aue 
— f faa (55 55) ae 0) on, 
effe (335438)- o fame ner 
e f [m (5 aca 5) 


Fit igitur, posito Lk —il6 


O((deP 2 pda 2K E d dig | dq dg 
1 Ed E EL o s ei um E— Su ART UN 
yo f aas uto (C) -(2)) 3/3) Wow gv 
d?z d?£ d^ ul 
2a To) (o3 zm 13, E91 


gioi (142677 à: DUE el adag: zu C i 


4x ja (aco) 


dz dE | dm. 
—ffaa |i ja 4-36) cos à — (1-20) 75 eos 6 — (14-9) (75 -- 7L) sin o 


7 
— Q9 PESE 


l- oq J1 4-39) sin &.— (1 4-26) A ain — (1-4 o) (72 - eg cos $ — 9 7 snos] 
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j 21 u$ degidón 
Integratis igitur dign artim secundum 4/7, onantur factores variationum di 
gatis igitur y p F 


da db de, A. dí da db d», Jaja dí ds d£, JN dids de singuh — 0, quare obtinentur 


aequationes differentiales 


p dorm d? d?» 
k d —(--29)7 da? TUE (zs E D IRE: 


(28) 
p d?^q 2n d*£ dt 
* dac 4 t289) EET t9 xs)rozi. 


Pro finibus laminae 1. e. in margine valent 


di | 
uU — (1-4 36) eos 9 — (14- 20) 5 cos à — (1-- 9) (7- 2^) un e — 0 P cog, 


0 — (1 -- 89) sin à — (1 -- 20) i sin 9 — a4 e)(f 4 71) eos à — 0 sind. 


Eadem ratione aequationem (26b) tractans, cl. Kirchhoff invenit aequationes 
(loco citato) 


DN ,14-20 d*t d*t d*t 
yc gi M dre dina rado nd 
pro finibus 
14-20 yr (d*C dt d*t 
Moin nw (Ces o aris) en Gr aps) sin 4). 
d : 
(30) —A s da di (cos 2 — sin ?4) 4- E EE 9 cos $. sin 3 


(S d2t 
Meri nu (Cs T dis 


Jam transeamus ad laminam crystallinam. 


] e LEER 


j 008 Q sin d fia - : gin e). 


8. 5. 


In mediis crystallinis ponendae sunt loco quantitatum .X;, X, etc. functiones 
lineares quantitatum 2; 4, etc., in quibus coefficientes horizontales sint aequales 
coefficientibus verticalibus. 

Ponamus igitur 
X, — ao 25 dr G9 ,8y dr 0,,y - 4932s H7 9139s - 4552; 
(91) X,—a,,25 4- booty d- 0, yy F Doa Hr Pays o 0.2, 
Y, — a,,25 d- 0, gy d- €, ,9y - Coss H- €1ae TF C22 


tab 


X, — a94U2 - 6532, - 694yy d- dg 49. 3- d,.9. 4- d, sz, 
Y, 2a, 5,85 - b442, d- 0,49, d- d449. - 064,49. - 6,2. 
Z, — a5 4s -- D, 42, - 6549, - do 4, -- 632y - fase 
Quum habeamus rationem aequationum (132), inveniuntur, constantibus evanescentibus, 
(32) A1 239, d Un 25-0. 
Fit igitur functio F secundum theorema Eulerianum 
(33) 2F-az,X,-4- y, Y, 4- *, X,. 
Posito | 
gaz -]- 094€, -T- Co 49g 5 Ma 
8,3245 ]- 0,40, 4- 6459, — A,. 
4545 -1- 05 4Uy 7 6449, 7 4,. 
facile intelligitur, fore 
(332) 2F-—2F,-FEz, A, y. A, 4 2; A, 
ubi 
2F, —a;(ayo24 J- ao ay - a,,9,) 
(33b) 4 2, (ay 2s -- bo om, d- 0...) 
T yy (8, 4,25 - 9,25 F 04,97) 


brevitatis caussa positum est. 
Habemus porro ex X, 20, Y, — 0, Z; —0: 


d, 42, -- diy: d- d4 42, — — 4. 
d, 424. d- 6,49, d- 6542, — — 4.,. 
d, 42, dr €.3y; dr a2. 0 — 4. 


Ponatur determinans 
do, di, d, 


di, €15 €55 — D. 
l d, , €22 faa 
porro 
oD 1 oD 1 oD 1 
(94) od;. p^ Po Dd) D DRU 2d, 15Dj Dua 
oeD 1 oeD 1 oD i1 
9e!2 p^4£mv 2e6,, D E,,; 5 p^ fas 
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theoria solutionis aequationum  linerarium dat 


dy mm — (49D, dud Di eredi. n 
y: — — (4D, TAQE,, B AQE,). 
Zz — — (44D, , cud cest NOME 


Fit igitur 
Ag, «- Ay; d- Az; — 9s (552; d- 0,5; 7 552:) 
TF &y (bos. -- buys Fr 03,2.) 
E gu (Coss d- C159: -- €2325) 
substitutione quantitatum 2;, y, Z;. 
om. T 44,9. 4- 12; Ec 
m 2 0-1 (85554 daiD ug 0D.) 
poti (aD. T2445 E, 7-444 .E,3) 
3- d (a D. a E ca) 
vy GAB 105 4D. o DU ash Da.) 
m TUM (bo 3D, 5 za b Eus d SE.) 
x ds (bo, D55 e b a Es 8s. E90 
— 5 5 CoziDoa -- €15D,5 -- 52D) 
544 (€53D, ToO EQ -d- $2 E.) 
qo46) 0D, ,.-L- ce o1) 
Brevitatis caussa vocentur 
| 4o3D 95 d- 0,5D, 4 d- 455D55 — ts. 
093D45 d- 0,8 Eg d- 055 E33 — Ba. 
053D55 -F- 015 E55 d- 035 F5 — ya. 
DOES cO Da -- bass, zu. 
(35) bo3:D, s T6 E T by4 E55 — fs. 
bo5D55 0,5 Esa d- 044 F55 — yo. 
€93D95 d- €15D,4 -- 0€33D5 4 — €. 
€o5D,5 - 0,54 E, d- 654 E93 — Pe. 
Co53D 53 -- 633 E, -I- 05, F55 — y, ; est 
igitur Ao, 4- A,y; 4- Asz; 
— — as (Ag8a d- A,Ba d- Asys) — 2, (A905 H- A,Bo - Asys) — yy (A9. 
mmo qr eyed) | 
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Subshiidiur porro valores quantitatum 4, 44,, 4, per 2, vy, y, expressi. 
Ayg, d- Asp dug 
E -F- 45? (24053 -l- £40, 5 -I- Yat5 5) 
Tr y? (nibo, -- B:b,4 -F yb, 3) 
3- yy? (ac€94 "P B.6, s -- ye€33) 
-E £a. Xy (05454 -- Psa, 4 -- Yo255 -l- 85055 -I- Pa0,5 -- Ya?23) 
J 4syy (8:054 -l- 6,a,4 P yca5, d- 4695 M Pa€,4 7 Ya€a 3) 
-E 2, yy (2ebgs H- Bib aie yebsg P 0,4 Hr B)6, o7 0963)l 
2F, fit — a, 92; -- 09 x4? 4-6, y,? ---2z2,2,a5, -I- 224,9y0,, 4- 22,9, ,. 
2F igitur hanc induit formam 
(36) — (0,0) 2;? 4- 2(0,1) v.v, 4- 2(0,2) ey, 4- (1,1) cj? 
-- 2(,2) z,y, 4- (2,2) yy?, 
ubi brevitatis caussa est 
(0,0) — a, — (a4a54 -- Baa, -- yas 5) 
(1,1) 2 bo, — (25b, -- Bb1a lr yob3 3) 
(36a) (29) eoe (nic55 Eua E" 462) 
2 (0, 1) — 2a, — (a$a9, 4- £:a,5 4- 6055 -- ab -- Ba6,. —- ya0,,) 
2 (0,2) —2a,, — (a,a4, -I- B.a,5 d- ye054 - 94694 -- £a6, 4 -- ya6,,) 
2 (1, 2) — 25,, — (a.09, -I- B.0,5 4- yc0a4 -- 85694 - 56,4 - yc€23).. 


Etiam nunc formandum est 


Lec 
y Fdz, quod componitur ex his integralibus 
E c? e2c 
P. dz (ope aeq. 12) — TG qz d- €)? dz — -T2—. 
i E) 
3 2 
Je quo da : Jh (2pz -- c)? dz — vs 4- : "i 


: H 4 "3 2c 2c 
y yy dz SM (p,z 4- «,)* da s PEU AER 


e ce 3 
ifi 4s d, dz -f (— 2pgz? -- z (2ps — qc) 4- ec) dz — — n -- 2cc. 


Te VON Te » ND ] Z xr. 206i 9 
] roo LE duc PL (—292* 4- 2 (— 45, - p,9) 3-65) d — 3 T aces, 


ce cec j 4 c? 
Js V, yy ned a (2pp,z* 4- 2 (2x5, -F p.e) 4 5,7) de — 1- E 2ere, 
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' Quae integralia multiplicentur resp. per c e ; E. 2:10, Dj 10727 


(1,2) et addantur. 


cec 
Tum in sinistra parte obtinetur Fdz, in dextra 


(T) — TAX ui 


f, — (0,0) g? — 4 (0,1) pg —2 (0,2) p,q 3- (1,1) p? - 4 (5,2) pp, - 2,2) P6 
f, — (0,0) :? -- 2 (0,1) 3«c 4- 2 (0,2) 3se, 4- 116? -4- 2 (1,2) 8e&, -- (2,2) eg. 
Quum deliberatio, ex qua aequationes (20), (23), (25) deductae sunt, nihil habeat 


laminae non crystellinae proprium, ea nobis hic etiam -uti licet. 
In f, et f, igitur ponendum est 


ALD ame s o (A 
P'MoBoBn Dic d m Agit 


4,98 E 
ijs iT io TA NAT. 
c Ri ques 
ob |a. 


In aequatione (3) porro ? T formandum est. 
Invenimus supra 


$, — — (A, Dos -- 4, D, 4 A, D;,). 
y, — — (4, Di, -F A, Ej, t A, E.) 
£, — — (4, D55 -E 4, E55 o 45 F,,). 
Quum sit secundum (12) 
|| 0u, p rp. "à OM, 
demie o (9 ros AP ae 


positis igitur valoribus quantitatum z, v, y, ex (12), quae invadunt in 4, A4, A,, 


aequationes oriuntur: 
* 


A Mua 


x2 — ((e— a2) «« -- pz Fe) ea d (02 4-6) e]; 


Ov 


S c (e 22)8«4- Qpz -- 7) 8 - Qe d- 5) B]; 


OU, 
oz 


LÉ— | (s — Qz) ya (2pz MM 7)y»i sr (p,z - £1) Ye (E 
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atque integrando 
u,-—:|(:— — £a, 4- (pe 4- a4 (E T 8, )«]. 
(38) s [6-28 o6 CE «)e] 


ibo E - [C - £)w or 2»24 (62 *ru)s] 


Constantes enim propter conditionem, ut 4, v, w, pro z — evanescant 
Qui valores in v v w (11) substituendi sunt, ut pro laminis crystallinis valeant: 


u— z| — aepo (E — om — ps) ] m em — ero ez 


(39) v-— J|» Tuy (5 —— $e ED) : | — £y — (Pss -- P.) 2; 


2? e,9? & 2 
wm S pay— pnt — p py» — M) — «e Mns d yu)z 


Videmus, quum quantitates a; £, y, etc. sint finitae, qui casus solus tractari potest, 
formam valorum vw, v, w non distare ab illa, quam invenimus in casu laminae non 
crystallhmae, propterea quod easdem ac prius conclusiones facere licebit in formando 
expressione 7T, quum coordinatarum valores priores et hi solum in w v w differunt. 
Habemus igitur 


0) r- (s) m) G4 


Quum rursus quantitates 9E, 0», o6 non sint inter se functiones et f, solius C functio, 
hae se offerunt relationes 


(41) oco f' aaa (o (5 eey Eh) 


e veif'anaG [s] 1-0) 


1 da dbóf, ex his integralibus componitur: 


» feni Re foni GR fn (c) 


io UR. 


2) E abr soi fus os i 3 -ff a (sss; t :)asd 
cffe iss 
d JJ ds 90b E -ff* Uu el y) XS boss LL 
ro ét. PA 
» feat im [fni 8 ffeni ie) 
tie E! db : Au 
(sob ssl OD t ) 
9. JJ suc nos, Greer uUa cu 
e di A àt 
$ fuas zuo fea Gi D (fani Qs o 
Hfeturiin 
9 f fma sm f fs ros sa) — JJ s euis 
«dfe cis 
" ffc M 2 ^ - f da di s y D. 2 -K. dad 0b eU. 8t) 
ff in 
sf [mas db ( Gs 0) Mess 0b is "3 
| tf fmm sss : 
9 ffuailv—ffuaLG fes 
"m 
hs I" dbsoui e 


8) J [ma Pec 
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Adhibitis relationibus jam supra propositis 


Jf: da di à ec f deo F 
"n da db 5. a m f nsina n, patet 


tres classes integralium reperiri; nempe formam habentes 


E ^M oc 
ffo db à, f^ óc, "E o resp. Jic s ic 
7 € 


quae postrema integralia transformatione quadam formas induent f ^55 ds —— et f ds óZ 


ubi N designat normalem curvae laminam definientis; secundum X. calculi va- 
riationum, integralia singula — 0 ponenda sunt. 
Quibus deliberatis ponatur 


Lenis f, — ép, -- ép, A- 6v,, ubi 


-F 2 (0,2) 


oic st 


- 
Sazopi - 1 (BD saxa 


c2 


M SM 


200) 7- LQE 


o?t of AU 
y, e f dni (0,0) 75 313 * cos $ -- 2 (0, DES sino 3x eos ) 4- (0,2) (7; sin o 
Q?t o? o3tc 
T 0a opz 005 2 TAA E 225^ bd ea iid ai 8) a (55s Md 


QU s ) " 
^E 


2t oat t oW, Ont oC 
y cs as nf. de1(0,0) £5 55 eos 9 (0,1) cos à ! Lope el 
Va (0,0) 7: nr RN ? lacs ob  3a95 a 
02r ^E s oocC oar Aya 
O*G C0G O*G C06 O*G  ,Q06 
-- (0,2) ey 35 9m -- aps sg 7 $) -F 2 (1,1) saab up 099 J- a2 sin $) 
m2 E, 0st ELA 
-- 2 (1,2) sin $ (55 às ES "FP XU (23) * DELL $c 
Introduetis quotis differentialibus secundum normalem XN, qui satisfaciunt 
aequationibus 
ox 0X OX C. 
aper C0f o -- 7, 5m $ó 
cóc oot AP d 
o sin à — 5 C0$ $, 
€ 


a oN 
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ówy, igitur mutatur in: 


Pu 


Nubes te: 1) co (2-5 3 sinó 4- 3- P 


jan 


Xn (0,2) em —— quota E -5 cos td) 4- 4(1,1) S 55 " Ana cos  -1- 2(1,2) sin $ e cos o 
0? Qó 

RUPEE, s on$) -- (83) 55: pu S [p ? sin à cos -- 2(0, 1) cos o X 

par aac rU 398 4 

po sin à — us COS $) 4- (0,2) p 2 sin cos 4- 2(1,1) € (sin?  — cos? à) 


-- 2(1,2) sino (Ss sind — 2 e cos$) — (53) 55 aja j; sino cos]. 


Quum integratio secundum s in totam curvam extendenda sit, i. e. ad eundem valo- 
rem quantitatis $, a quo integráre coepimus, facile intelligitur esse 


- far fct 


Cujus aequationis ratione habita invenitur oy, -J- à, — 


Peseoie 4—, cos $ -- 2 (0, e 5 pin ooMnot cs; toed) -- (08) "E 15, sinó 


— x— x na S cos d) -- 2(1, 3 e EY sino -- 4 at S * cos) -- 2(1,2) ems cos o -- an x. sind) 


Qc 9 D UE , gc 
4- (2,2) D. sin à diac 1(0,0) aga Sin cos à -- 2(0,1) cos o ME 


Qa ORE ij gd : 
-- (0,2) (s -- Eun sino cos o -- 2(1,1) 3cHR (sin? — cos? $) -- 2(1,2) sin$ x 


i: sino — 2S caso] — (2, 9) 9*5 E Pd eos 91 | -fe A (0): 


-- 2(0,1) cos $ e sino 4- Ls esd) -- (0,2) d. sin ?d Lage Aja - cos) 


DIEN 9? Dau O20eod pu 
4- 4 (1,1) Vox sind cos b -- 2(1,2) hz cos o J- as sind) J- (292) A | ; 


Jam ad evolvendam functionem f, transeamus.  , 


f, erat — (0,0) :£? -- 2(0,1) 83e e 4- 2(0,2) 3c e, -- (,,1)e? 4- 2(1,2) e, 4- (2,2) eg. 
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substitutione quantitatum 


ZI Eu 1c dedo $7 Mn 
E SSipa ced? 507 aa 1, 7 mis, facte fao 0, - ot. 
ponatur, ubi 6, — (0,0) -- 6(0,2) 4- (2,2). 
eg T 
$, - — 2 [0.9 E -- 3000 3 -- 50 -- 50, (SS - 5) 3052 E - S 
Mu. 
OE 0 0E Q0 s 
6, — (0,0) (55) 4-2(0,1)3 55 dau. 5D 4- 2-3(03):5 21 -- (1,1) gu Tu) 
9 (SN. 
521, 2327 es iy t (22) (5 
itaque fit 


METTI - ff aao, -- à$, 4- 96,) 
2n f da db 9$, — 0, quod $, — Constans. 


n (f dna i6, — 2. f aoo eost (0,0 2- 3 (0, 2- 3inà (0,1) 2- (1,2))) 
42 f dios [eos (0) 4- (1,2) -F sino (8,2) 4- 3(62)]] 

IE da db — —2 f à 0,0) S cos 4 3 (0) (Gs 5 -- 2) cost - 27 ; sin d) 
4-8 (0,2) 51 cos à -- (0) (25 -- 55) sin à 4-3 (,2) 21 sin | àz 
—2fa]30052 S5 coe ^ 3 (0,2) : 5 ein $-- (L1) (S -4- $2) cos 6 4- 8 (1,2) (55 
-- 5) sin à -- 27 os 4) (32) 27 5d [os—2 f f av ay) 273 5.8 (011) E 
uL 5b t treni C Ds S) 802) j| as 

—2 f fau a3.) ei M50) 2a Dy i I ENS 


0?m,. 
t- (2,2) a Ju 
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Secundum principia caleuli variationum, coefficientes quantitatum T jk da db ó£, 


ff. da db à, Jf da dbóC singuli — O0 ponendi sunt,.item coefficientes integralium, 
quae extendenda sunt ad curvam, quae laminam definit, f: ds o£, J ds à, UR ds oC 


et f^ ds —- evanescere necesse est. Quae posteriores aequationes sunt ,,conditiones 


marginis. f 


Oscillationes transversales itaque his definiuntur aequationibus (facta varia- 


tione quantitatis 7") 


Q ost 
— E Eur (00 E: 20 xiu 202) xn 


4-4 (L1) 


Q4t | 
x03 63 53 js, $1 


Pro finibus valent: 
Ore (D, 0) 5-5 cos $ -- 2 (0) (5s sin à -- Z5 uH Me m 


0? OE. 03 o?c 
EE soais COS $) 1- 2 (1,2) (rois sin $ 4- x cos $ 4- 2 (1,2) (575,008 o 


44 9 
| ! D Bá Dis Shirt ; (o ) 0) 5 ^d — cos d 


4 2 (0, 1) eos à | s Sol spi) sin d cos d 
9? K : 925 9 
-- 2 (1, 1) P (sin ? — cos?Q) -4- 2 (1,2) sin $ qM sin o — de COS $)| 


dg 5. (RN 
— (2,2) aps Sin $ cos Q. 


o 
(43) 


or 2t 
i cos 2 4- 2 (0,1) cos (SEE nó TRE LT "m $)— (02) (S2 sin 26 -L 


E COS *9) 4- 4(1, 1) X Sr, sin d cos $ 4- 2 (1, 2) sine (555 oos $ Le ab T. sind) 


(2, 2)? 1 sin ?$. 


Oscillationes longitudinales his aequationibus definiuntur 
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2 22 
(46) (0,0) ^3 2m dO (5s wa ren aa 
2 9 o?2E 
PIER 1a cutn pu 


(41)- 3 


od 


2 Q&., 0 22 
- Sup a (0,9yufs. seen $t. SD su) 
m —s 2 pro finibus: 


Q hr Q 
(48) 0— (0,0) 25 cos  4- 3 (01) " ^ S) cos dE ; sin 4) 4-3 (0 2; 97 5 cos ó 
hr o" . / : 
051) (5 dz 51) sin à 4- 3 (1,2) Z7 sint — coso (0,0) --3 (0,2) — 3 sino((0,1) 4- (1,2). 
9i 9E . 9t 9 
(49) 0— 3(0,1) c 4- 3(02) SS sino 4- (1,1) (5 1) eos 


-- 8(13) (fecu ea sinó -- 7 one d) 4L (2,3) 2j sinà — 3eos (0,1) 4- (1,2) 


— sin ((22) 4- 3(02)). 


Quae aequationes in eas transeunt, quas pro lamina non crystallina invenimus, quum 
ex (31) et (14) evolvuntur coefficientim comparatione 


o 7 2K(14- 69), b,, — K, fr 


a4, — 2K09; 0, 5 2 IO 653 — 2K0. 
dy, — K, 0,4, — K, — f,, — 2K(1-4- 6), 


ceteris evanescentibus. Ex quibus sequitur 


9 12 — Kk? F,Q—3g(-9) 
0 


igitur 


upuor ^ 2M 9 
ur 7:0, T— IMMO T 


2K(1--20 AK(1--209 2K(1--2 
(0,0) — EE 2j 4(,1) -2(03) - $179), (9,3) — 2K( Y v 


[E NS PAGS, 
(0,1) — 0, (5,2) — 0 
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Qui valores quum substituantur in aequationes (423) et sequentes, facile intelligitur, 
eas cum (28) (29) (30) congruere; quae hae ratione iterum sunt demonstratae. In- 
tegratio aequationum (43) et sequentium tam difficilis videtur esse, ut in hodierno 
scientiae analyticae statu fieri non possit. 

Necesse erit casum quendam specialem, in quo nonnullae quantitatum (0,0) 
(0,1) ete. evanescant aut simpliciter inter se dependeant, tractare. 

Sed non minus curva laminam definiens respicienda est. In casu circuli 
aequationes (30) a cl. Kirchhoff integratae sunt, in casu, ellipsis nondum 
contigit integratio. — 


MITA 


Natus sum Franciscus Eduardus Gehring, catholicae fidei addictus, 
Nordhusae die septimo mensis Decembris anni MDCCCXXXVIIT, patre Antonio 
et matre Sophia, e gente Dittmar, quibus adhuc viventibus gaudeo. Quum quin- 
que annos natus essem, parentes mutaverunt domicilium suum et se mecum Regio- 
montum, quod in Borussia vocatur contulerunt. Ubi primis literarum elementis im- 
butus discipulis Collegii Fridericiani a rectore ill. F. A. Gotthold adscriptus sum, 
quod nune auspicis ill  Horkel floret. Postea Derolini gymnasium Fridericum 
Guilelmum frequentavi, cui adhuc rector praeest cl ERanke. Ubi in matheseos 
fundamenta me introduxit cl. Schellbach. Vere anni MDCCCLVI testimonium ma- 
turitatis adeptus a rectore magnifico cl Ehrenberg in numerum civium almae 
literarum universitatis Fridericae Guilelmae adseriptus sum. | Nec dubitavi matheseos 
studio me tribuere. "Tum per quinque semestria civis universitatis Albertinae 
Regiomontanae fui; postea valetudine pectoris et cordis impeditus, studia per semestre 
intermittere necesse erat, quae tamen Heidelbergae revocavi. JDocuerunt me DBero-. 
lni: cl et exp. Kummer, Encke, Dove, Arndt; Regiomont cl. Richelot, 
Neumann, Luther. Heidelbergae: cl. Hesse, Kirchhoff, Bunsen.. Vere hujus 
anni iterum in numerum civium universitatis Frid. Guilelmae receptus a rect. ma- 
gnifico cl. Boekh et viro spectabili decano cl. Trendelenburg apud philosopho- 
rum ordinem nomen professus sum. Quo ex tempore intersum scholis horum viro- 
rum celeb: Trendelenburg, Kummer, Weierstrass. Quibus omnibus viris 


optime de me meritis gratias ago semperque agam. 


THESES. 


1l. In rebus mathematicis non exstat methodus omnium optima, sed ab unius- 
cujusque problematis tractandi natura dependet. 

2. molutione problematis mechanici, semper intuitio geometrica amplificatur, 
sed rarius cognitio viam contrariam sequitur. 

9.  Elasticitatis problemata accurate tractari non possunt, nisi adhibito calculo 
variationum. 

4. Criterium generale convergentiae serierum a clarissimo Abel propositum 
maximi, momenti est in hujus rei theoria; nec severitate ab ullo alio superatur. 

5. Aequationes lineares differentiales, quarum coefficientes sunt functiones va- 
rabilis mdependentis z, usque hue integratae, ex aequationibus differentialibus, qua- 


rum coefficientes sunt constantes, substitutione ortae sunt. 


FX RU 
-IHOL 


Uo m 


